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PHẦN I: PHƯƠNG PHÁP XÉT TỔNG VÀ HIỆU 


Phương pháp xét tông và hiệu sử dụng cho các phương trình vô tỷ hoặc một phương trình có trong một hệ 
phương trình ở dạng ^/Ã ± \[b — c. Điều kiện sử dụng ở chồ ta nhận thấy c là một nhân tử của (A - 5). 



Nhận thấy A-B = Ịx 2 + 2x)-(2x + l) = X 2 -lcó một nhân tử là C — x + l 



Thử lại nghiệm ta thấy chỉ có x= \íĩ thỏa mãn nên phương trình có một nghiệm duy nhất là X = \Í2 


BÀI 3: \jx + 8\fx +^x + T^fx +1 =yfx +1 

Nhận thấy A-B = ịx + 8\fx^-ịx+7\fx + l^= yjx — 1 có một nhân tử là c = ịfx +1 



Nhận thấy phương trình đầu có A-5 = (y-3x + 4)-(y + 5x + 4) = -8xcó liên quan đến giá trị 4 


fy - 3x + 4 - Jy + 5x + 4 = 


(y-3x + 4)-(y+ 5x + 4) -8x 

Jy - 3x + 4 + Jy + 5x + 4 4 


= —2x 


ịy-3x + 4 + ^Jy + 5x + 4 =4 
ly- 3x + 4 - Jy + 5x + 4 = -2x 


—> 2 Jy - 3x + 4 = 4 - 2x —> Jy -3x + 4= 2- x—»y = x 7 -x,x<2. 


Thay vào phương trình thứ 2 ta được 
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5x -5x + 3 —Jlx—2 + 4x 2 -6x+l = 0 


ị^5x 2 -5x + 3 -(x + l)j + Ị2x- yỊlx-2 j + 4x 2 - lx + 2 = 0(*) 


( 

(4x 2 -7x + 2) - 
V 


X X 

/ 5 .X 2 -5x + 3 + X +1 2x + sỊlx-'. 


+ 1=0 


_ _ 2 1 1 

Vì X > y- -> , _ =-+ -- r~-■ 

2 v5x 2 -5x + 3+X + 1 2x + sỊlx-'. 


n . A 2 „ 7±#7 5 ± 4#7 

r +1 >0 —>4x 2 -7x + 2 = 0—»x = ———, y = ———- 

8 32 


Trong phần này có chi tiết trục căn thức ở bước (*) sẽ được giải thích trong Phần II: HỆ SÔ BÂT ĐỊNH 



Ị -- 2 / + 24 

X - 4yx-ĩ + y - 4——1 = 0 

BÀI 5:^ • 2y--ỉ 


[■sj5x + y -5 + ^ỉ-x+ y = 6 

Phương trình thứ 2 có A-B = (5x + y-5)-(l-x+y) = 6(x-l)có liên quan đến giá trị 6 

= ( f + - T ~ 5 . ) ~ ( ',;- T+ - v) =Ếíx2) =J -i 

sj5x+ y-5 + yjl-x + y 6 

L/5x + .y-5-ựl-x+y =x-l , —— J x - 7 

—^ b __—^ 2JỈ — X -\r ỵ — 7 — X —^ 3 2 

[^5x + _y-5+ựl-x+y =6 [4_y = (x-5) + 20—»y>5 

_ . . .,-- 2Í/ + 24) _ . - -- _V2 (y-5)(2y 2 + 2y + 9Ì 

Đe ý phương trình 1 có X - 4yx -1 + y -ị—= 0 —» ^ vx -1 - 2 j 4-— -- > OVy > 5 


2y -1 


Vậy hệ có nghiệm duy nhất đó là X = y = 5 


* _ J2x + y + J2x - y + 4 = 4 

BÀI 6: ị \ . 

[x 3 + 4x 2 + 2y 2 -4y(x + l) + 3 = 0 

Nhận thấy phương trình đầu có A - i? = ( 2x + y ) - ( 2x - y + 4 ) = 2 ( y - 2 ) có liên quan đến giá trị 4 


ìx+y - J2x- y + 4 = 


(2x + y)-(2x-y + 4) 2(_y-2) y — 2 


Ix + y + J2x - y+ 4 


Ix+y + J2x-y + 4 =4 


Ix + y - J2x-y + 4 = 


, _2 —^ 2<\JZx-\-y — 


y + 6 . (y-2) 2 

= —->x = —-—+ 1>1 


Mặt khác phương trình thứ 2 biến đối thành: 

X 3 + 4x 2 + 2y 2 -4y(x + l) + 3 = 0 
—>x 3 -l + (4x 2 -4xy + y 2 ) + (y 2 -4y + 4) = 0 
—y ^x 3 -l) + (2x- y) 2 +(y-2) 2 =0 


Vì VT > OVx > lcho nên hệ phương trình có nghiệm duy nhất là X = 1, y = 2 
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Nhận thấy phương trình đầu có A-Z? = (y + 2x-l)-(l-y) = 2y + 2x-2không liên quan đến c = y + 2 


Còn phương trình thứ 2 có A — B = y(x — 1)-Ịx 2 -y) = x(y-x)có thể rút gọn với c = X\[x 


r7—n ITT- y^-D-ự-y) _ x(,-x) _y- x 


^y(x-l) + ựx 2 - y = Xsfx 
^y(x-ỉ)-yjx 2 -y =- 


Vx 


2yJy(x-ỉ)=^ T ^ + x4x = 

yjx 


X 2 - X + y 

4x 


l^ỊỹỊx 2 -xj = (x 2 - x) + y —> 4 yịx 2 -x) = Ị^x 2 -x) + yj —> Ị^x 2 -x)- yj = 0—»y = x 2 -x 


Thay vào phương trình thứ nhất ta được: \Jx' + X-1 + \J-x 2 + X +1 =x 2 -x+2 

Đen tình huống này ta dung kỹ thuật nhấm nghiệm nhận ra phương trình có nghiệm duy nhất x = l (Hoặc sử 

dụng máy tính SHIFT SOLVE). Khi X = 1 thì \Ịx 2 + X -1 = 1, \J—X 2 + X+7 = 1. Do đó ta sử dụng bất đẳng thức 
Cauchy để đánh giá: 

1 / 2 7A + X 2 +X-1 _ ị 2 7 x 2 +x 

1. V X + X — 1 ^-—-^ ỵl + X — 1 ^-—- 

2 2 

< 

, / 2 ^ 1-x 2 + X + 1 _ r~T~~7 ^ -X 2 +X + 2 

l.y—x + x + l<-—- > y — X + x + l<-—- 

l 2 2 

/—r-7 /—T-— (x 2 +x) + (-x 2 +X + 2Ì Ị— -— Ị ——-— 

—^ \ỊX + X — 1 + "V —X + X +1 ^--^ a/x + X — 1 + "V —X + X +1 íí X +1 

2 

Vì x + lííx + l + (x — l) —>x + l^x 2— x + 2—> \JX " + X — 1 + >/— X" + X +1 <X 2 — X + 2 
Vậy đăng thức xảy ra khi X = 1, y = 0 

BÀI 8: \Ịx 2 +16 —2yjx 2 - 3x + 4 = Vx + 1 -1 

Bài toán này nghiệm rất đẹp (x = 3, X = o) nhưng để giải ra nghiệm này bằng cách trục căn thức đơn thuần thì 
gần như sẽ không được nhiều điểm. Để giải quyết triệt để ta sử dụng kỳ thuật xét tổng hiệu: 

\Ịx~ +16 — 2yjx~ — 3x + 4 = yỊx +1 — 1 
(x 2 +16)-4(x 2 -3x + 4) _ x + l-l 
\Ịx 2 +16 + 2\Ịx 2 - 3x + 4 *Jx + 1+1 
-3x 2 +12x _ X 

yjx 2 +16 + 2\Ịx 2 - 3x + 4 \Ịx + \ +1 

Như vậy nghiệm đầu tiên là X = 0 . Neu X ^ 0 thì 
V* 2 +16 +2ựx 2 -3x + 4 =-3(x-4)(>/^+T+l) 


Do đó ta có hệ: 





+ 16 + 2ựx 2 -3x + 4=-3(x-4)(>/I+ĩ + l) 
+ 16 - 2-sỊx 1 - 3x + 4 = y/x + 1-1 


X 2 +16 = 5 


* = ri_ ^2 K/x 2 +16-5 =(l3-3x)U/xĩĩ 

[4x+Ĩ= 2 y 1 v 

-+2ỊV* 2 +16-5j + (3x-13)(>/x+I-2) + 9(x-3) = 0 


y; 9 ) + < 3 *-i?>(*; 3 > +9(*-3)=0 

yỊx 2 +16+5 V-X + 1 + 2 

.(x-3)[ ; 2(ĩ + 3) , + hl' 3 + 9 U 
Jx 2 +16+5 yỊx + 1 + 2 


. 3x-13 3x + 5 + 9^- 

Vì X>-1 —»x + 3>0. Ta xét — - + 9 =- , 

•yX + 1+2 -yX + 1+2 

Vậy phương trình có 2 nghiệm duy nhất là X = 3 V X = 0 


BÀI TẬP ÁP DỤNG: 

- [ xJ\ -y 2 + y\ỊĨ - X 2 = 1 

BÀI 1: 1 v - - 


BÀI 2: 


(l-x)(l + y) = 2 


V* +y +yx -y = 2_y 
>/x + y^ = 3 


. xJỉ2-y +Jy(ỉ2-X 2 ) =12 
BÀI 3: j v V- v ; 

X 3 - 8x - 1 = 2fy - 2 


BÀI 4: 


Ịx + 2y 2 + y X + _y 2 +1 = y +1 
/(x 2 + l) + 2(x + l)>/x 2 +1 = 2_y 


BÀI 5: \Ịx 2 - 2 + 2 = x+ \Ỉ2x —; 
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= (13 - 3x) Vx+T+11 - 3x 
2) + 27-9x 

> 0Vx> -1 
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PHẦN II: Dự ĐOÁN NHÂN TỬ TỪ NGHIỆM VÔ TỶ 

Phương pháp này tận dụng nghiệm vô tỷ mà máy tính đã dò được đê đoán trước nhân tử của phương trình, hệ 
phương trình. Đe sử dụng kỳ thuật này, chúng ta cần phải nắm được tốt quy tắc dò nghiệm SHIFT SOLVE. 


BÀI 1: ^/5x 2 ^-5x+"3-*s/7x-^2+4x 2 -6x+l = 0 


Điều kiện: X > — . Sử dụng máy tính SHIFT SOLVE với X = 1 ta được JC«1,390388203 . 


Khi đó thay vào giá trị căn thức: 


v/5x 2 - 5x + 3 * 2,390388203 * X -+1 _ Ị—ĩ - — X 

. Do đó V 5x -5x + 3cân phải tạo 

sỊTx-2 * 2,780776406 » 2x 
thành nhóm biểu thức yj5x 2 - 5x + 3 - (x +1) còn -yJlx-2 cần phải tạo thành nhóm biểu thức 2x — yỊlx—2 . 

yj5x 2 -5x + 3 « 2,390388203 —> v/5x 2 -5x + 3 = X+E Như vậy ta thấy rằng. 

Viết lại phương trình ban đầu ta được: v/ix 2 -5x + 3 - xịlx — 2 + 4x 2 - 6x +1 = 0 

—» Ịv/5x 2 -5x + 3 -(x + l)j + Ị2x->/7x-2 j + 4x 2 -7x + 2 = 0(*) 


í 1 1 

—»Í4x 2 -7x + 2) . -+ -- _ +1 

V v/5x 2 -5x + 3 + X + 1 2x + yịlx-2 


= 0 


2 1 1 

Vì X>— — > 7 === -1-+1 >0 — »4x 2 -7x + 2 = 0—»x = — ,y 

7 -ự5x 2 -5x + 3 + x + l 2x + ự7x-2 8 


7±>/Ẽ7 5±4>/Ẽ7 

__ 1? — 

32 


BÀI 2: x 2 + ylx-^2Ĩ +f = 3x + l + ự2(3x + l) 


Điều kiện: X > >/2x + 2 > 0 . Sử dụng SHIFT với X = 0 ta được X * 4,236067977 

v/x - -\/2x + 2 = 1 


Thay vào các căn thức của bài toán: 


ự2(3x + l) * 5,236067977 
^2(3x + l) sẽ trừ đi (x + l). Viết lại phương trình: 


. Như vậy •\/x-^/2x + 2 sẽ trừ đi 1 còn 


X -3x- 


3x -1 + ìỊx-J2x + 2 - ^/2(3x + l) —» Ị^/x - \/2x + 2-1 
X — sỊĩx + 2—1 X' +2x + l —2(3x + l) 


j + Ịx + l-^2(3x + l) j + x 2 


- 4x -1 = 0 


- + X - 4x -1 = 0 


/x — \Ị2x + 2+1 X + 1 + ^2(3x + l) 

(x-l)-V2x + 2 x 2 -4x-1 / 2 „„ A 

-+ — 7 - 1 - I — + Ị X” — 4x — 11 — 0 

y X — ^/2x + 2+1 x + l + y2(3x + l) 

x'--2x + l-(2x + 2) _, V-4.V-1 p 4x l) = 0 

Ụx-yix + l +ì^ịx-l + ^2.x + 2 ) Ị x + l + ^ĩx + l) 
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ịx 2 -4x-l) 


1 1 
-lj(.v -u V2.V- 2) x + l + ự2(3x + l) 


+ 1 


= 0 


Vì X > >/2x + 2 > 0 nên X > \j2x + 2 > >/2.0 + 2 —> X > >/2 > 1 —> 


ị\Ịx — yJ 2x + 2 + ljỊx-l + >/2x + 2 j 
x + l + ự2(3x + l) >0 


>0 


Vậy X 2 -4x-1 = 0, X > yỊĨ — » X = 2 + . 


BAI 3: X 2 + 4x“ + X + 3 — 2x 2 >/x + 5 + yj2x + 13 


. Do đó ta viết lại phương trình ban đầu: 


SHIFT SOLVE với X = Ota được X «0,828427124. Thay vào các giá trị căn thức: 

2yỊx + 5 * 4,828427125 * x + 4 
y2x + 13 » 3,828427125 » x + 3' 

X 2 (x + 4- 2>/x + 5 j + (x + 3 — yj2x +13 j = 0 

x 2 (x 2 +8x + 16-4(x + 5)) X 2 + 6x + 9-2x-13 


X + 4 + 2yjx + 5 X + 3 — >/2x + 13 

J yĩ 1 A 

/v 2 +4r — 4Ì -—— I-- 

■ 2>/x + 5 X + 3 + >/2x + 13 


= 0 


= 0 


Đen đây ta sẽ chứng minh X + 4 + 2\[x + 5 và X + 3 + >/2x + 13 đều dương. Để đánh giá được điều này ta phải 
xuất phát từ phương trình ban đầu và đánh giá điều kiện ngoài căn: X 3 + 4x 2 + x + 3>0. Tuy nhiên phương 
trình bậc 3 này nghiệm rất xấu, và trong chương trình THPT thì không nên sử dụng phương pháp Cardano đế 
giải bất phương trình này mà ta sẽ thêm bớt một vài hạng tử nhỏ đế bất phương trình dễ giải hơn: 


x 3 +4x 2 +x + 3>0— >x 3 +4x 2 +x + 4>0— >(x + 4)(V+l)>0— >x>-4. 

X + 4 + 2yJ X + 5 >0 _ Íx 2 + 4x-4 = 0 


Do đó: 


X 


+ 3 + ự2x + 13 >-4 + 3 + ự2.(-4) + 13 >0 


. Vậy ta có 


x> -4 


—> X = -2 + 2\Í2 


BÀI 4: 3x 2 = >/x 3 +4x + 2 

Phương trình này nếu giải bằng phương pháp đạo hàm sẽ đẹp hơn rất nhiều nhưng chúng ta sẽ thử phá căn 2 
vế và sử dụng kỳ thuật hệ số bất định thông qua SHIFT SOLVE đế thấy rằng bài toán có thế có những cách 
giải rất phố thông. Lập phương hai vế ta được: 27x 6 = X 3 + 4x + 2. 


Sử dụng SHIFT SOLVE liên tục với các giá trị khác nhau ta thu được chỉ có duy nhất 2 nghiệm đó là: 
X, «-0,434258545(Sử dụng tiếp SHIFT RCL A để gán vào biến A) và x 2 «0,767591879(Sử dụng tiếp 


SHIFT RCL B để gán vào biến B). Khi đó ta sử dụng định lý Viet đảo: 


X, + Xọ = A + B = \ 
1 2 3 

x,x 9 = AB = -\ 

1 2 3 


. Như vậy ta sẽ 


nhận ra nhân tử nếu có sẽ là 


X 


I JỊ _ ọ 

- ^ X - ^ = 0 hay 3x -X-1 = 0. Thực hiện phép chia đa thức ta thu được: 
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27x 6 - (x 3 + 4x + 2 ) = (3x 2 - X - 1) (9x 4 + 3x 3 + 4x 2 + 2x + 2 ) = 0 


Vì 9x 4 +3x 3 +4x 2 +2x + 2 = 6x 4 +3x 2 (x 2 +x + l) + (x 2 +2x + l) + l>0nên 3x 2 -x-l = 0 


= 0 —> X = 


1 ± >/13^ 


BÀI 5: 15x 2 = x+2 \Jx 2 + X +1 + 5 

SHIFT SOLVE ta được X *0,767591879 Vx 2 + X +1«1,535183758* 2x. Nhân tử là ựx 2 +x + l-2x. 


15x 2 -x-2\íx 2 + X +1 — 5 = 0 —> 2( 2x - VX 2 + X + 1 +15x 2 - 5x-5 = 0 


5x — X — J 


+ 5 3x" - X -1 = 


2x + a/x + X +1 


l) = 0^(3 


X" - X - J 


2x + vx 2 + X + 1 


+ 5 =0 


Xét- , r + 5 = 0 —»10x + 5yx +x + l+ 2 = 0 (Phương trình bậc 2). 

2xWx 2 + x + 1 


Kết hợp 3x 2 -x-1 = 0 và 15x 2 -x-5 > ota được x = 


l + yỊĨ3 


BÀI 6: x 3 +x 2 =(x 2 +l)>/xTT + l 

SHIFL SOLVE ta được X w 1,618033989 —» \[x + ỉ « 1,618033989 « X. Do đó có nhân tử x-ựx + 1 . 

X 3 +x 2 -l-(x 2 + l)^/x+T = 0 —» (x 2 + l)Ịx-Vx+Tj + x 2 -X-1 = 0 
(*=+!)(*>-*-i) „ ,, „ ,/ V+1 


■ 4~x +1 


7 2 1 V 

+ 1 x"-x-l) = 0 —» (x 2 -x-l) — , +1 

y X + V X + 1 J 


+ 1 =0 


2 . 1 _ 

Xét — -.- + 1 = 0—>x 2 + x + 1 + a/x + 1 = 0(Vô nghiệm). Vậy X 2 -x-1 = 0 —» X = 

X + X +1 2 


l±>/5 
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PHẦN III: HỆ SÓ BẤT ĐỊNH 


Mục đích của phương pháp hệ số bất định là tạo ra các thêm bớt giả định sao cho có nhân tử chung rồi đồng 
nhất hệ số đế tìm ra các giả định đó. Hệ số bất định có bản chất là phân tích nhân tử và có tác dụng mạnh trong 
các bài toán có nhiều hơn 1 nghiệm. 

BÀI 1: \Ịx 4 — X 2 + 4 + \Ịx 4 + 20x 2 + 4 = 7x _ 

Điều kiện: x> 0 . Ta nhận thấy cần phải khai triến 1 x = ax + bxxởi a,b là hai số giả định nào đó sao cho khi 
chuyến sang bên trái, nhân liên hợp ta sẽ tìm được hai nhân tử chung. Do đó ta sẽ triển khai triển giả định: 


47^7^-ax + 47^7^-bx=0^ 


x 4 -(a 2 +l)x 2 +4 x 4 +(20-Zr)x 2 + 4 ^ 

yjx 4 -X 2 +4 + ax v/x 4 + 20x 2 + 4 + bx 


Mục đích của ta là hai tử số có cùng nhân tử chung do đó ta có 


l_ -(q 2 +l) _4 

< ĩ~ 20 -b 2 ~4^a = 2,b = 5 


[a + b = 7 


Như vậy ta khai triển lại bài toán như sau: yjx 4 -X 2 +4 -2x+ \Ịx 4 + 20 V 2 + 4 - 5x = 0 

x 4 -5x 2 +4 x 4 -5x 2 +4 / 4 2 \|~ 1 1 

■ == =- + —===== -= 0^- X -5x +4 —===== - + - - - - 

a/x 4 -X 2 +4+ 2x yx 4 + 20x 2 + 4 + 5x _Vx 4 -x 2 +4 + 2x Vx 4 + 20x 2 +4+5x 


= 0 


Vì X > 0 nên phương trình có 2 nghiệm duy nhất là X = 1V X = 2. 

BÀI 2: X 2 +6x + l = (2x + l)v/x 2 +2x + 3 

Điều kiện: Ịx 2 + 6x +1) (2x +1) > 0. Do phương trình tương đương với = V* 2 + 2x + 3 nên ta sẽ đi 

+1 

tìm một nhóm (ax + ồ) giả định sao cho phương trình -————-(ax + b) = \Ịx 2 + 2x + 3 - (<7X + b ) có vế trái 

2x “ỉ” 1 

sau khi quy đồng và vế phải sau khi trục căn thức có các nhân tử giống nhau. 

Vì vậy ta sẽ khai triển giả định như sau: 

+ ÓA + 1 _ị ax + Ịj^ _ ự x 2 _|_2 x + 3 -(ax + b) 

(l-2«)x 2 + (6-a-2h)x + (l-h) (l-a 2 )x 2 +(2-2ab)x + (3-b 2 ^ 

2.X + Ì ^Jx 2 + 2x + 3 + ax + b 


. ? Ấ s 1 £ ,7 . Ẵ_,_yv . s 1 2ci 6-a-2b l-b 

Do ta cân 2 tử sô có nhân tử giông nhau nên ta có -^ = - = -—— —» a = 0,0 = 2 . 

1-ữ 2 2-2 ab 3 -b 2 

Kh i đó ta khai triến lại bài toán như sau: 

--2 = Vx 2 + 2x + 3- 2—> 


X 2 + 6x + 1 „ r~~! “ 7 „ X 2 + 2x -1 


+ 2x -1 _ X 2 + 2x -1 Ị X 2 + 2x -1 = 0 

2x + l *J X 2 + 2x + 3 + 1 I \Ịx 2 + 2x + 3 = 2x +1 


2x + l 
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BÀI 3: 2x 2 (x-l) + X = (x-1) J2x(x 2 -x + 2 ) + 6 

2x 3 — 2x 2 + X — 6 r—---- 

Điều kiện: X > 0 . Viết lai bài toán dưới dạng: —-——-= \Ị2x 3 - 2x 2 + 4x . nên ta sẽ đi tìm một nhóm 

x-1 

I ỉ r 

(ax + ồ)giả định sao cho phưong trình —- — - (ax + b) = \Ị2x 3 -2x +4 X -(ax+ £>)(*) có vế trái 

X 1 

sau khi quy đồng và vể phải sau khi trục căn thức có các nhân tử giống nhau. Ta khai triển giả định nhu sau: 

2x 3 ~(a + 2)x 2 +(a + l-b)x + b-6 2x 3 -(a 2 +2}x 2 +(4-2ab)x-b 2 

■X-1 a/2x 3 - 2x 2 + 4x + ( a.x + b ) 


. Ằ r* . ? Ẵ s 1 £ , ? • Ẵ_1 _ 2 tf + 2 a + ỉ-b b-6 . , - 

Do ta cân 2 tử sô có nhân tử giông nhau nên ta có: — = " = ~ = ——— >a=l,b = 2 


Khi đó khai triến lại bài toán với a = l,b — 2ta được: 


2 <7+2 4 - 2ab 

2x 3 - 2x 2 + X - 6 


X — 1 


-(x + 2) = \Ị 2x 3 - 2x 2 + 4x - (x + 2) 


2x 3 - 3x 2 - 4 _ 2x 3 - 3x 2 - 4 

~1 yị2x 3 - 2x 2 + 4x + X + 2 




2x 3 -3x 2 -4 = 0 


v/2x 3 - 2x 2 + 4x + 3 = 0 (Vv) 


BÀI 4: ự2x 2 - X + 3 - ự2lx -17 + X 2 - X = 0 

1TTTI ri' O/^VT 1 TT1 V 1 n _ _ £ 1 


SHIFT SOLVE -+► x = lvx = 2.Đe làm xuất hiện nhân tử này, ta cần khai triển giả định bài toán thành: 
■v/ix 2 -X + 3 -(rnx + / 2 ) + ị^px + q)-\ị2\x -17 +x 2 -x + (m-p)x + (n-ợ) = 0 


x = l—»772 + 72 = 2 
X = 2 —» 2/72 + /2 = 3 


—» /72 = /2 = 1 


Xét yj:2x 2 - x + 3 =(/72x + / 2 )ta có: I 

, \ 1 —-— , fx = l^ơ + <7 = 2 fơ=3 

Xét (px + q) = y21x-17 ta có: t ^ 1 _—»•< 

v ’ [x = 2^2p + q = 5 \q = -ì 

Vậy ta khai triển lại bài toán như sau: sịĩx 2 -X + 3-(x + l) + Ị~ (3x -1) - yj2lx - 17 


+ X — 3x + 2 — 0 


> (x 2 — 3x + 2 ì . -+ —-—- 1 == 

v 7 Lự2x 2 -x + 3 + x + l 3x-l + ự21x-17 


+ 1 


17 

= 0. Vìx>^^< 
21 


x + 1 > 0 

3.17 

3x-l>^-l>0 

21 


Do đó phưong trình có 2 nghiệm duy nhất đó là X = 1V X = 2. 

BÀI TẬP ÁP DỤNG 

BÀI 1: X 2 (x + 6) = (5x-l)\/x 3 + 3 +2x-3 

BÀI 2: (x 2 + 3) \Ịx 2 - X + 1 = X 3 + 3x 2 - 4x + 1 
BÀI 3: X 2 - 3x-4 = Vx-TỊx 2 -4x-2) 

BÀI 4: y/2x -1 + yị3x-2 =2x 

BÀI 5: X 3 -5x 2 + 4x - 5 = (1 - 2x) ^6x 2 -2x + l 
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PHẦN IV: ĐẠO HÀM MỘT BIỂN 


• Kỳ thuật 1: Coi X là ấn, y là tham số, tính đạo hàm f' x (x, y) và chứng minh hàm số đon điệu và liên 
tục theo X. 

• Kỳ thuật 2: Phương trình / (x) = 0 có tối đa 1 nghiệm nếu / (x) đơn điệu và liên tục theo X. 

• Kỳ thuật 3: / (x) = f(y)—>x = y nếu / (x)đơn điệu và liên tục theo X. 


BÀI 1: < 

^x 4- 2y 2 4- yjx + y 2 4-1 = y +1 



^x 2 4-1^4-2(x4-l)-y/x 2 4-1 = 2y 


Nếu X = - 

-2y 2 thì phương trình đầu trở thành Ậ-y 2 = y 4-1 — > 

y = 0 -»x = 0 

. Thay các cặp nghiệm trên 

y = -1 — > X = -2 


vào phương trình 2 ta thấy không thỏa mãn. 


Nếu X = -y 2 - 1 thì phương trình đầu trở thành Jy 2 -ĩ = y + l— >y = —1—>x = —2. Thay cặp nghiệm trên vào 
phương trình 2 ta thấy cũng không thỏa mãn. Vậy X ^ -2y 2 , X ^ -y 2 - 1. Khi đó ta xét hàm số: 


/(x) = ựx + 2y 2 + y[x + y 2 +1 - y -1 —» / '(x) 
tục với mọi X thuộc tập xác định. Mà / (-y 2 ) 

(x 2 +l) + 2(x + l)v/x 2 +1 -4y 2 =0 


— — 4- -— > 0 . Do đó hàm số đơn điệu và liên 

2-ựX 4- 2 y 2 2^x + y 2 4-1 

0 —> X = —y 2 . Thay vào phương trình 2 ta được: 


—» (x 2 4- 4x 4-1) 4- 2(x 4-1) yỊx 2 + 1 = 0 —> (x 2 4-1^4- 2x\Ị.\ 2 + 1 4- 2yỊx 2 + 1 4- 4x = 0 
—> Ịv/x 2 4-1 4- 2xj v/x 2 +7 4- 2 Ị -\Ịx 2 +1 4- 2xj = 0 —> ị\Ị.x 2 +1 4- 2xjỊv/x 2 ~+T4- 2 j = 0 

^ Ị-r— i ^ n~7 ^ í X 2 4-1 = 4x 2 11 

Do v/x 4-1 4- 2 > OVx —^ \ịX 4-1 = — 2x —^ “I —^ X = —^ y = 1 — 

[x<0 \Ị3 yj3 

CHÚ Ý: Đe tìm ra nhân tử X = -y 2 ta có thể làm như sau: 

Đặt y = 100 —> yỊx + 20000 + ựx + 10001 = 101 -> X = - 10000 = -y 2 


BÀI 2: xị\Ịx + l 4-^/x+"3 j = \Ị2.ịl + \Ịl + X 2 Ị 


Điều kiện: X > 0. Ta viết lại phương trình thành: 


, . y/x + ỉ + y/x + 3 1 4- \/l 4- X 

ành: —-=--=--—-- 




X 



Xét hàm f(t) = t + Ạ 2 +ì^f'(t) = t+ fị^ ỉ 

v/r+1 


> , = > 0 do đó / (r) liên tục và đồng biến trên R . 

\lt 2 +1 
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Do ® / lv £ r) = / K)"V i f i= ^ x=1 

2 y 3 + y + 2xyJĨ-x = 3 \j\--x 

BÀI 3: ị 

v2y 2 +l-y=2-x 

Xét hàm số f(y) = 2y 3 + y + 2xyl .V -3V1 .V với y là ẩn, X là tham số. Ta có hàm f(y) liên tục trên R và 
có /'( v) = 6y 2 +1 > Onên f(y) là hàm đồng biến trên R . 

Mặt khác ta có / ịy/l-xj = 2(1 - x) y/l-x + \j\-x + 2.X\J\ - X - 3y/ĩ - X = 0 do đó phương trình có một nghiệm 
duy nhất đó là y — \J\ -.V . Thay vào phương trình 2 ta được: 

h — R —T „ „ , 3-2x-l+x „ _ Á x = 2 

V3 - 2x - VI - X = 2 - X —> , - J = 2 - X —> r — ,- 

V3 - 2x + vl - X V3 - 2x + \/l - X = 1 

Để tìm ra nhân tử y = ựl-x , ta xử lý như sau: 

^ 99 . _ 3 . . 198 [ 99“ „ [ 99“ „ 1 [ 99 “ Ị—— 

Đặt X = --2- —>2y 3 + y + ~rzr Jỉ-~rzz -3.11------ = 0 —> y = -2- = . 1 —-77: = yl-x 

100 ' ' 100 V 100 V 100 ' 10 V 100 

* 2 (l + y 2 ) + y 2 (l + * 2 ) = 

BÀI 4: ^ v ^_ ’ 

x 2 yyjỉ + y 2 -sjỉ + x 2 =x 2 y-x 

r - 7 / r -—\ X-\Ịỉ + X 2 <x-|x|<0 

Từ phương trình 2 ta có được X - VI + X =x yịỉ-^l + y .Do < _ —> ỵ > 0. Mà X và y 

v ’ [l-^l+y 2 <0 

, ,11 [ĩ 7 ĩ, -7 

cùng dâu nên ta suy ra X > 0, y > 0. Khi đó phương trình 2 viêt lại thành: — - —, —- +1 = y - yJỉ + y . 

X X V -V 

_ - . ' _/ \ /! o /_ \ _. / \ í /! o _ - . „ / \ -. . . ' -.. 


—> y > 0. Mà X và y 


, ,1111 r- 7 

cùng dâu nên ta suy ra X > 0, y > 0. Khi đó phương trình 2 viêt lại thành: — - —, — - +1 = y - yJl + y . 


Xét hàm số = t\J\ +1 2 , t e (0; + 00 ) —>■ /' (7) = 1— .' - Vl + r < 0 ■ Do đó /(r)là hàm số liên tục 

vl + í 2 

/ I A I , 

và đồng biến trên (0; + 00 ) . Vì vậy ta có / — = f 1 y 1 <=> — = ỵ ' Thay vào phương trình đầu ta được X = 1 . 

7 X ) X 


BÀI 5: 


X + Vx 2 - 2x + 5 = 3y + V y 2 + 4 


[x 2 - y 2 -3x + 3y + 1 = 0 

Đe ý thấy phương trình thứ 2 là một phần khuyết của phương trình đầu. Neu ta kết họp hai phương trình đó 
thì có thể xây dựng hàm đặc trưng. Vì vậy ta biến đối phương trình 2 trở thành X 2 -3x + l = y 2 -3 y và cộng 
vào 2 vế của phương trình đầu ta được: 

X 2 - 2x +1 + \Jx 2 -2x—5 = y 2 +\Jy 2 +4 —»(x-l) 2 + yj(x-ìf + 4 = y 2 + yjy 2 + 4 

Xét hàm đặc trưng f(t) = t + yjt + 4,t e(0;+oo ) —>/'(7) = 1 + —>0 . Do đó /Ị(x-l) 2 j = / (y 2 )khi 

, ,2 1 y = x-l 

và chỉ khi (x-l) = y 2 —> ■ 

v ' • y = 1 - X 


y = 1 - X 
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PHẦN V: LƯỢNG GIÁC HÓA 

<b»CQ«>é ! » 


BÀI 1: Vĩ - x = 2x 2 -1 + 2xVĨ^ 


X = 


cos tịt e [0;;rl) —» Jĩ sin4 = 2cos 2 t-ỉ + 2 cos t sin t —» Jĩ sin4 = cos2 1 + sin2? —» sin4 = sin 
v L J ' 2 2 2 


. í 


. t 


2 1 + — 

V 4 y 


BÀI 2: 4x 3 - 1 2x 2 +9x -1 =' 

Jlx—x 2 

Phương trình —> 4(x-l) 3 -3( 

x ~ l ) = \ị 

'l-(x-l) 2 .Đặt x-l = cosí(7e 


) 


• 4 cos t - 3 cos í = sin t —> cos 3í = sin t 


BÀI 3: 

vr 

-X 2 ( 

16x 4 -12x 2 +l) 

Ị = 4x 3 -3x 

X = cos 1 1 

( íe 


) —> sin í 1 

(lócos 4 1 -12cos 2 t + Ýị 

1 = 4cos 3 t-3cost 


sũư 4^2cos 2 í-lj +2^2cos 2 

■sữưỊ^4cos 2 2t-2 + 2 cos 2f+ lj = cos3 1 
■sũư[2cos4í + 2cos 2í + l] = cos3 1 

■ sin t [4cos 3 1 cos t +1] = cos 3 1 
2 cos 3 1 sin 2 1 + sin t = cos 3 1 

■ sin 5 1 - sin t + sin t = cos 3 1 


= cos3 1 



2x(l-x 2 ) 

, , =sin2f,—--- ~Ý~ = sin2fcos2f 

cos t x 2 +l (Ư+l) 

n-,i 2 +l_ 4 2+1 f 1 1 _ 2 

2x 2x11-x ] cos t sin2t sin4í 

2sũư + l_ 2 2cos2r(2sũư + l) _ 2 

sin 2 1 sin 4/ sin 4/ sin 4/ 

—» cos2í(2sũư + l) = 1 —» (l-2sin 2 f)(2sữư + 1) = 1 —» sũư = 4 
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PHẦN VI: ĐẶT 2 ẤN PHỤ 


• Kỳ thuật 1: Đặt 2 ẩn phụ để đưa về hệ phương trình cơ bản. 

• Kỳ thuật 2: Đặt 2 ân phụ đê phân tích đa thức thành nhân tử. 


BÀI 1: 


(x + 3 y - 1) <sjx-y + 2xyỊ2y-l = 8 
X + 5 + 2 yjx-y =9y 


Đặt a = \Ịx — y > 0,b = yj2y — l > 0 —> X = — ,y = ^-^ l -* : 


Thay vào hệ phương trình ta được: 


(a 2 + 2b 2 +ì)a + (b 2 + 2a 2 +l)b = s 
< v ’ v ’ —»a = ồ = l—»x = 2, y = l 

a 2 + 2a +1 = 4 b 2 

V 



Đặt a = yjx—y >0,b = yịỹ > 0 —> X = a + b 2 , y = b 2 . Vì phương trình 2 khá lớn nên ta tập trưng vào phương 
trình đầu để phân tích nhân tử: (& 2 -1)a + (a 2 -1)& = a 2 + & 2 -2 —» (a -1)(& -1)(a + & + 2) = 0 (1) 

Đen đây là ta có thế sử dụng phương pháp thế được rồi. Tuy nhiên nếu đế ý kỳ thì phương trình 2 có the xử 


lý được một cách độc lập: x^ịy 2 +8-8 = y\Jx 2 -8 — > x 2 (y 2 + 8j- l 6 XyỊỹ 2 + 8+64 = y 2 Ịx 2 -8) 


-> 8x 2 -16xựy 2 + 8 + 8(y 2 + 8) = 0 -»Ịx- ựy 2 + 8 j 2 = 0 -> X = ựy 2 + 8 (2). 


Kết hợp (1) và (2) —> 


a = \,x = Jy 2 + 8 —» X 



b = ì,x = sịỹ 2 + 8 —> X = 3, y = 1 


BÀI 3: í JC+ ^ + x/2y-l + ựr^ỹ = 5 
[y 2 + 2 = xy + y 

Đặt út = Jx — y >0 ,b = ylĩỹ—ĩ >0—>a 2 +b 2 = x + y-1. Thay vào phương trình đầu: a 2 +b 2 +a + b — 4 


Vì phương trình này không phân tích được thành nhân tử nên ta phải tìm cách biến đối phương trình 2. Đe ý 
ta thấy rằng a 2 b 2 = (x-y)(2y-l) = -x+y + 2(xy-y 2 )trong đó có xy-y 2 =2-yxuất hiện trong phương 

trình 2. Do đó: ab 2 = -x + y+ 2(2-y) = -X- y + 4 — >a 2 b 2 +X + y-1 = 3 — >a 2 b 2 +a 2 +b 2 = 3. 


Vậy ta có hệ đối xứng loại 1: a 2 +b 2 +a + b = 4,a 2 b 2 + a 2 +& 2 =3—»a = & = l—»x = 2,y = l. 

BÀI 4: \/l + x + xịỊ\ -X = iỊĨ—x 2 

Đe ý thấy (l-x)(l + x) = l-x 2 nên ta sẽ đặt ẩn phụ dựa trên yếu tố này. Đặt a = ịfĩ+x > 0 ,b = ^> 0 . Khi 
đó ta có: 2x = a 4 -b 4 . Nhân 2 ở cả 2 vế của phương trình ta được: 

2 a 2 +ịa 4 -b 4 ^jb = 2 ab —» (a —b)[2a + b{a + b)[a 2 +& 2 )j = 0—»a=ỉ>—»x = 0 
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PHẦN VII: PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 




Kỳ thuật 1: Đưa phương trình, hệ phương trình về dạng A 2 +B 2 < 0 
Kỳ thuật 2: Sử dụng Cauchy với những bài có căn bậc lớn. 

Kỹ thuật 3: Sử dụng Bunyakovsky: \ax +bỵ\ < ^jịa 2 + /? 2 )Ịx 2 + y 2 ) • Dấu bằng: — = — 

Kỳ thuật 4: Sử dụng Minkovvski: ^Ịa 2 +b 2 + yjx 2 + ỵ 2 > yỊ(a + x) 2 +(b+ yý . Dấu bằng: 

^2 Ịj 2 ((I ~\~ b\" Cí b 

Kỳ thuật 5: Sử dụng Schwartz: — + — > -————. Dấu bằng: — = — 

X y X + ỵ X y 

Kỳ thuật 6: Sử dụng bất đẳng thức Jensen dành cho hàm lồi, hàm lõm: 

f''(x)>0^f(a) + f(b)>2fị a + b ^ 


r(x)<0^f(a) + f(b)<2f 


^ . Dấu bằng xảy ra khi a = b 

' a + b' 


V 


) 


a _ b 
X y 


BẢI 1: 4x 3 +4x 2 -5x + 9 = 47l6x + 8 _ 

SHIFT SOLVE ta tìm được nghiệm duy nhất X = ^ và xuất hiện căn bậc 4 nên ta nghĩ tới việc sử dụng bất 

đẳng thức Cauchy để giải quyết bài toán gọn nhẹ hơn. Tuy nhiên để Cauchy thì các đẳng thức phải bằng nhau. 
Ta thấy rằng 16x + 8 = 8(2x +1) trong đó 2x +1 = 2 nên ta sẽ tách: 


yj 16x + 8 = lỊĩịỊĩịỊĩtỊĩx + ĩ < 2+2+ 2+2x+l = 2 ^lL . Như vậy ta có 4x 3 +4x 2 -5x + 9 < 2x + 7. Do đó: 

—» 4x 3 + 4x 2 — 7x + 2 <0 — »(x + 2)(2x-l) 2 <0 . Vì X> x + 2 > 0 -^(2x-l) 2 <0 X = ị . 

BÀI 2: >/4xữỊ + ^8x-3=4x 4 -3x 2 +5x _ 

SHIFL SOLVE ta tìm được nghiệm duy nhất X = — và xuất hiện căn bậc 4 nên ta nghĩ tới việc sử dụng bất 

đẳng thức Cauchy. Ta thấy với x = ^thì \Ị 4x-1 =l,-ự8x-3 =lnên ta lần lượt sử dụng Cauchy bậc 2 và 

Cauchy bậc 4 ta có: 1 .yj4x -1 < > >/4x -T < 2x, 1.1.1 .yjsx - 3 < 1 + 1 + 8* —— —» ị/Sx - 3 < 2x 

Vậy 4x 4 -3x 2 +5x<4x —>4x 4 -3x 2 + x< 0 —>x (x + 1 )(2x-l ) 2 < 0-» x= ^-do x -g- 
BÀI 3: ự3x 3 + 2x 2 + 2 + ự-3x 3 + X 2 + 2x -1 = 2(x 2 + X +1) 

SHIFL SOLVE ta tìm được nghiệm duy nhất X = -1. Khi đó a/3x 3 +2x 2 +2 = \Ị—3x 3 + X 2 + 2x -1 = lmà ta 
thấy có 2 biếu thức lập phương đối nhau trong 2 căn, nếu 2 căn đó bình phương thì sẽ triệt tiêu được nên ta 
nghĩ đến sử dụng Bunyakovsky: 


1 a/3x 3 + 2x 2 + 2 +1 .7- 3x 3 + X 2 + 2x -1 < ^(l 2 + ì 2 ) [(3x 3 + 2x 2 + 2) + (-3x 3 + X 2 + 2x -1) 
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Do đó ta có 2(x 2 +X + Ýj< Jĩ [?>x 2 + 2x +l) . Bình phương 2 vế— »(x + l) 2 (2x 2 + l)<0—> x = -1 


ÀT 4 . j/+(4.*--l) 2 =ự4x(8x + l) 


BAI 4: 


40x 2 + x= Ỉ4x - 


Sử dụng phép thế y = 


40x 2 + X , 


vào phương trình đâu và sử dụng SHIFT SOLVE ta được X = ỳ- , y = 22 . 

8 2 


rằng 4x = , 8x + 1 = 2 nên 


___ Sx+ Sx ± ỉ + 1 

/4*(8x+l) = ậsx)^T.l < —Xí ->ự4*(8*+l)<22 


Và Vl4x-1 =yệ = y-+ yVl4x-l < 


y 2 + I4x-l 


. Do đó hệ phương trình trở thành: 


y 2 +(4x-i) 2 <^±i(i) 

2 Lấy (l)+2.(2) ->y 2 +(4x-l) 2 +2(40x 2 +x)<^-Uy 2 + 14x-l 
40x 2 + x<^^(2) 2 


3 ( 1 V 1 /"ĩ 

—>96x 2 -24x + 4 < 0 —» 96 x~ <0->x = ^,y = 22 

2 1 8 ) 8 2 


V _ X 2 + 2x - 2 = J-y 2 - 4y - 2 

BÀI 5: j ; 

6x - y - 11 + \/l0-4x-2x 2 = 0 


Sử dụng phép thế y = 6x -11 + Vl0-4x-2x 2 vào phương trình đầu và SHIFT SOLVE ta được X =1; y = -3 . 
Khi đó \J—y 2 —4y — 2 = 1 , >/l0-4x-2x 2 = 2 . Vì vậy ta điều chỉnh các số cho hợp lý và áp dụng Cauchy: 


X 2 + 2x-2 = 1 .ự-y 2 -4y-2 < 1 - 2 x 2 +2x-2<—— 4y - 

____ —> Do đó ta có: 

, 2.VlO-4x-2x 2 4 + 10-4x-2x 2 , , „ , 11 ^ 7-2x-x 2 

-6x + y +11 = — -22-< ———- -6x + y +11 <-2- 

2 4 l 2 


2x 2 +4x+ y 2 +4y-3< 0 
X 2 -10x + 2y + 15<0 


. Cộng hai vế của hai phương trình ta được: 


3x 2 -6x+ y 2 + 6y + 12< 0 —»3(x-l) 2 + (y + 3) 2 < 0 —»x = 1, y = -3 
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BÀI 2: 


xẠ2-y + Jy(l2-x 2 )=l2 
X 3 -8x-1 = 2yjy-l 






